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В настоящей работе исследуется проблема стабилизации состояние равнове-
сия для гиперболического уравнения с отрицательной нелокальной характеристи-
ческой скорости и ошибкой измерения. Приведена постановка смешанной задачи
управления. Дано определение слабого решения, экспоненциальной устойчивости
равновесия смешанной задачи и функции Ляпунова. Доказана теорема об экспонен-
циальной устойчивости равновесия смешанной задачи. Определяется устойчивость
в ℓ2-норме относительно дискретного возмущения состояния равновесия начально-
краевой разностной задачи. Построена дискретная функция Ляпунова и доказана
теорема устойчивости состояния равновесия начально-краевой разностной задачи в
ℓ2-норме относительно дискретного возмущения.
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1 Введение
В работe [1] исследуется вопрос устойчивости решения скалярного закона сохра-

нения с положительной нелокальной скоростью, который моделирует производствен-
ную систему с высокой реентерабельностью, встречающуюся в производстве полу-
проводников. Спектральным анализом получена экспоненциальная устойчивость ре-
шения линеаризованной системы управления. Кроме того, с помощью функции Ля-
пунова доказана экспоненциальная устойчивость решения нелинейной управляемой
системы в некоторых случаях.
*Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитета науки Министерства науки и выс-
шего образования Республики Казахстан (номер гранта АР14872379).
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В статье [2] исследуется устойчивость решения класса нелинейных уравнений пе-
реноса с положительной нелокальной скоростью. Он моделирует систему с высоким
уровнем повторного входа, которая широко используется в производстве полупро-
водников. Экспоненциальная устойчивость решения задачи постоянного равновесия
доказана методом функций Ляпунова. Методом функций Ляпунова получена экспо-
ненциальная устойчивость дискретной системы.

Работа [3] посвящена исследованию экспоненциальной устойчивости равновесия
для скалярного закона сохранения с положительной нелокальной скоростью и ошиб-
кой измерения, возникающей в производственной системе с высокой реентерабель-
ностью. С помощью подходящей функции Ляпунова доказываются достаточные и
необходимые условия на устойчивость как для непрерывной так и для дискретной
задачи.

Статьи [9–16] посвящены проблемам построения и исследования экспоненциаль-
ной устойчивости численного решения смешанных задач для гиперболических си-
стем. В них предлагаются системный подход к построению и исследованию адек-
ватности вычислительных моделей для смешанной диссипативной краевой задачи,
поставленной для симметричных 𝑡-гиперболических систем. Рассматривается одно-
мерные и двумерные гиперболические системы, с переменными коэффициентами и
младшими членами, а также со стандартными диссипативными граничными усло-
виями. Построены разностные схемы для численного расчета устойчивых решений
поставленных задач. Построены дискретные аналоги функции Ляпунова для числен-
ной проверки устойчивости решений рассматриваемых задач. Получены априорные
оценки дискретного аналога функции Ляпунова. Эти оценки позволяет утверждать
об экспоненциальной устойчивости численного решения. Доказаны теоремы об экс-
поненциальной устойчивости решения краевой задачи для гиперболической системы
и об устойчивости разностной схемы в пространствах Соболева. Эти теоремы об
устойчивости дают нам возможность доказать сходимость численного решения.

Общие задачи устойчивости с граничным управлением изучались в последние го-
ды в [5, 6] для гиперболических систем и недавно в [1, 2, 4] для скалярных законов
сохранения с нелокальной скоростью. Целью является получение асимптотической
устойчивости вокруг данного равновесия, такой, чтобы решения законов сохране-
ния достигали состояния равновесия, когда время стремится к бесконечности. Та-
кое свойство достигается с помощью результата об экспоненциальной устойчивости,
представленного, например, в ( [7], теорема 2.3) для квазилинейных гиперболических
систем. Дальнейшие ссылки на гиперболические законы баланса и другие гипербо-
лические системы можно найти в недавней книге [8].

Заметим, что во всех работах [1–3] рассматриваются случай положительных ха-
рактеристических скоростей для скалярного случая.

А в работах [9–16] не рассматриваются нелокальные характеристические скоро-
сти.

В настоящей работе результаты этих работ переносятся на случай гиперболиче-
ской системы с отрицательными нелокальными характеристическими скоростями.

2 Дифференциальная смешанная задача
Рассмотрим следующую симметрическую 𝑡-гиперболическую систему:

𝜕𝑈

𝜕𝑡
−M(𝐴 (𝑡))

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 0, 𝑡 ∈ [0,+∞) , 𝑥 ∈ [0, 1] , (1)
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где
M(𝐴 (𝑡))

Δ
= 𝑑𝑖𝑎𝑔 (1𝜇 (1𝑎 (𝑡)) , 2𝜇 (2𝑎 (𝑡)) , · · · , 𝑛𝜇 (𝑛𝑎 (𝑡))) ,

𝑈
Δ
= (1𝑢, 2𝑢, · · · , 𝑛𝑢)𝑇 , 𝐴 (𝑡)

Δ
= (1𝑎 (𝑡) , 2𝑎 (𝑡) , · · · , 𝑛𝑎 (𝑡))𝑇 ,

𝑖𝜇 (𝑠) - некоторые заданные функции.
Здесь характеристические скорости M(𝐴 (𝑡)) зависеть от интеграла неизвестной

вектор функции 𝑈 (𝑡, 𝑥) по всей области [0, 1]

𝐴 (𝑡) =

∫︁ 1

0

𝑈 (𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥, 𝑡 ∈ (0,+∞) (2)

или покомпонентно

𝑖𝑎 (𝑡) =

∫︁ 1

0
𝑖𝑢 𝑑𝑥, 𝑖 = 1, 𝑛.

Начальные условия для системы (1):

𝑈 (0, 𝑥) = Φ (𝑥) , 𝑥 ∈ [0, 1] . (3)

Здесь Φ (𝑥)
Δ
= (1𝜙 (𝑥) , 2𝜙 (𝑥) , · · · , 𝑛𝜙 (𝑥))𝑇 - заданная начальная вектор функция.

В этой работе ограничиваемся случаем, когда функции характеристических ско-
ростей отрицательные, т.е. M(𝐴 (𝑡)) > 0. В таком случае из теории гиперболических
систем известно, что граничные условия для системы (1) требуются только на правой
границе, при 𝑥 = 1 :

−M(𝐴 (𝑡))𝑈 (𝑡, 1) = 𝑉 (𝑡) , (4)

где 𝑉 (𝑡)
Δ
= (1𝑉 (𝑡) , 2𝑉 (𝑡) , · · · , 𝑛𝑉 (𝑡))𝑇 - вектор-функция контроллер.

Из работ [1] и [2] следует, что при соответствующем выборе M(𝐴 (𝑡)) , 𝑈 (𝑡, 0) , 𝑉 (𝑡)
можно доказать корректность постановки смешанной задачи (1)-(4).

В этой работе рассмотрим один частный случай задания граничных условий.

−𝑉 (𝑡) + M*𝑈* = 𝑅 {−M(𝐴 (𝑡)) [𝑈 (𝑡, 0) + Δ (𝑡)] + M*𝑈*} , 𝑡 ∈ (0,+∞) , (5)

где
M* Δ

= M(𝑈*) = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (1𝜇 (1𝑢
*) ,2 𝜇 (2𝑢

*) , · · · , 𝑛𝜇 (𝑛𝑢
*)) ,

𝑈* Δ
= (1𝑢

*, 2𝑢
*, · · · , 𝑛𝑢*)𝑇 , 𝑅

Δ
= 𝑑𝑖𝑎𝑔 (1𝑟, 2𝑟, · · · , 𝑛𝑟) ,

Δ(𝑡)
Δ
= (1𝛿 (𝑡) , 2𝛿 (𝑡) , · · · , 𝑛𝛿 (𝑡))𝑇

и 𝑖𝑟 ∈ [0, 1) , 𝑖 = 1, 𝑛 - заданные коэффициенты, а 𝑈*, где 𝑖𝑢
* > 0, 𝑖 = 1, 𝑛 - заданное

состояние равновесия и Δ(𝑡)-ограниченное возмущение. Заметим, что при заданном
состоянии равновесия 𝑈*, значение характеристической вектор-функции вычисляет-
ся следующим образом

−M(𝐴 (𝑡))| ¯̄𝑈= ¯̄𝑈* = −M(𝑈*) .

В настоящей работе ограничиваемся следующим семейством характеристических
скоростей типа

𝑖𝜇 (𝑠) =
𝑖𝑃

𝑖𝑄+ 𝑠
, 𝑠 ∈ [0,+∞) , 𝑖 = 1, 𝑛 (6)

c 𝑖𝑃 > 0, 𝑖𝑄 > 0, ∀𝑖 ∈ {𝑚+ 1,𝑚+ 2, · · · , 𝑛} .
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Итак, рассмотрим следующую смешанную задачу управления⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑈
𝜕𝑡

−M(𝐴 (𝑡)) 𝜕𝑈
𝜕𝑥

= 0, 𝑡 ∈ [0,+∞) , 𝑥 ∈ (0, 1) ,

𝑈 (0, 𝑥) = Φ (𝑥) , 𝑥 ∈ (0, 1) ,

−𝑉 (𝑡) + M*𝑈* = 𝑅 {−M(𝐴 (𝑡)) [𝑈 (𝑡, 0) + Δ (𝑡)] + M*𝑈*} , 𝑡 ∈ (0,+∞) ,

−M(𝐴 (𝑡))𝑈 (𝑡, 1) = 𝑉 (𝑡) , 𝑡 ∈ [0,+∞) ,

𝐴 (𝑡) =
∫︀ 1

0
𝑈 (𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥, 𝑡 ∈ (0,+∞) ,

(7)

где 𝑈 -подлежащая определению вектор-функция.
Рассмотрим преобразования относительно равновесия 𝑈*:

�̃� (𝑡, 𝑥) = 𝑈 (𝑡, 𝑥)− 𝑈*, 𝐴 (𝑡) = 𝐴 (𝑡)− 𝑈*, Φ̃ (𝑥) = Φ (𝑥)− 𝑈*,

M̃𝐴 (𝑡) = M
(︁
𝑈* + 𝐴 (𝑡)

)︁
.

Тогда система (7) с (6) для 𝑡 ∈ (0,+∞) может быть переписана так

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕�̃�
𝜕𝑡

− M̃𝐴 (𝑡) 𝜕�̃�
𝜕𝑥

= 0, 𝑥 ∈ (0, 1) ,

�̃� (0, 𝑥) = Φ̃ (𝑥) , 𝑥 ∈ (0, 1) ,

𝑉 (𝑡) = 𝑅M̃𝐴 (𝑡)
[︁
�̃� (𝑡, 0) + Δ (𝑡)

]︁
+ (𝐸 −𝑅)

{︁
M* − M̃𝐴 (𝑡)

}︁
𝑈*,

M̃𝐴 (𝑡) = M
(︁
𝑈* + 𝐴 (𝑡)

)︁
, M̃𝐴 (𝑡) �̃� (𝑡, 1) = 𝑉 (𝑡)

𝐴 (𝑡) =
∫︀ 1

0
�̃� (𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 где

∫︀ 1

0 𝑖�̃� (𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 ⩾ −𝑖𝑢
*, 𝑖 = 1, 𝑛 ,

𝑖𝜇 (𝑠) = 𝑖𝑃

𝑖𝑄+𝑠
, c 𝑖𝑃 > 0, 𝑖𝑄 > 0, 𝑠 ∈ [0,+∞) , 𝑖 = 1, 𝑛.

(8)

Используя выражения заданными для функций 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 характеристических
скоростей (6) в уравнении (8), мы имеем

{︁
M* − M̃𝐴 (𝑡)

}︁
𝑈* =

⎡⎣ 𝑑𝑖𝑎𝑔
(︁

1𝑃

1𝑄+1𝑢* , · · · 𝑛𝑃
𝑛𝑄+𝑛𝑢*

)︁
−

𝑑𝑖𝑎𝑔
(︁

1𝑃

1𝑄+1𝑢*+1�̃�(𝑡)
, · · · 𝑛𝑃

𝑛𝑄+𝑛𝑢*+𝑛�̃�(𝑡)

)︁ ⎤⎦𝑈* =

= 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︃
1𝑃 1�̃�(𝑡)

(1𝑄+1𝑢*)(1𝑄+1𝑢*+1�̃�(𝑡))
, · · · ,

𝑃𝑛�̃�𝑛(𝑡)
(𝑛𝑄+𝑛𝑢*)[𝑛𝑄+𝑛𝑢*+𝑛�̃�(𝑡)]

)︃
𝑈* = ΩM̃𝐴 (𝑡)𝐴 (𝑡) ,

(9)

где

Ω
Δ
= 𝑑𝑖𝑎𝑔 (1𝜛, 2𝜛, · · · , 𝑛𝜛) , 𝑖𝜛 =

𝑖𝑢
*

𝑖𝑄+ 𝑖𝑢* , 𝑖 = 1, 𝑛.

Заметим, что справедливо матричное неравенство Ω < 𝐸. Для удобства мы опус-
каем символ «∼». Тогда для 𝑡 ∈ (0,+∞)система в уравнении (8) с уравнением (9)
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может быть переписана в следующем виде:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑈
𝜕𝑡

−M𝐴 (𝑡) 𝜕𝑈
𝜕𝑥

= 0, 𝑥 ∈ (0, 1) ,

𝑈 (0, 𝑥) = Φ (𝑥) , 𝑥 ∈ (0, 1) ,

𝑉 (𝑡) = 𝑅M𝐴 (𝑡) [𝑈 (𝑡, 0) + Δ (𝑡)] + (𝐸 −𝑅) ΩM𝐴 (𝑡)𝐴 (𝑡) ,

M𝐴 (𝑡) = M(𝑈* + 𝐴 (𝑡)) , M𝐴 (𝑡)𝑈 (𝑡, 1) = 𝑉 (𝑡) ,

𝐴 (𝑡) =
∫︀ 1

0
𝑈 (𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 345

∫︀ 1

0 𝑖𝑢 (𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 ⩾ −𝑖𝑢
*, 𝑖 = 1, 𝑛 ,

𝑖𝜇 (𝑠) = 𝑖𝑃

𝑖𝑄+𝑠
, c 𝑖𝑃 > 0, 𝑖𝑄 > 0, 𝑠 ∈ [0,+∞) , 𝑖 = 1, 𝑛 .

(10)

3 Экспоненциальная устойчивость численного решения
В этом разделе мы устанавливаем экспоненциальной устойчивости численного

решения начально-краевой разностной задачи.
Для получения начально-краевой разностной задачи, мы применим противопо-

точную разностную схему для численного расчета системы (7).
Для этого, покрываем пространственную область [0, 1] с помощью равномерной

сетки Ωℎ =
{︀
𝑥𝑗 = 𝑖ℎ, 𝑗 = 0, 𝐽

}︀
, ℎ−шаг по 𝑥. Интеграл 𝐴 (𝑡) для каждого значения

по 𝑡𝑘
Δ
= 𝑘𝜏 (𝜏 = шаг по времени ) , 𝑘 ∈ {0, 1, 2, · · · } вычислим с помощью квадратур-

ной формулы

𝐴𝑘 Δ
=
(︀
1𝑎

𝑘, 2𝑎
𝑘, · · · , 𝑛𝑎𝑘

)︀𝑇
, 𝑖𝑎

𝑘 = ℎ
𝐽∑︁

𝑗=0

𝑖𝑢
𝑘
𝑗 , 𝑘 ∈ {0, 1, 2, · · · } . (11)

Далее определим дискретное значение M𝑘

M𝑘 Δ
= M

(︀
𝐴𝑘
)︀
≡ 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︀
1𝜇

𝑘, 2𝜇
𝑘, · · · , 𝑛𝜇𝑘

)︀
,

𝑖𝜇
𝑘 Δ
= 𝜇

(︀
𝑖𝑎

𝑘
)︀
=

𝑖𝑃

𝑖𝑄+ 𝑖𝑎𝑘
, 𝑖𝑃 > 0, 𝑖𝑄 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛; 𝑘 ∈ {0, 1, 2, · · · } .

(12)

Предположим, что выполнено условия Куранта-Фридрихса-Леви

0 < Λ𝑘 Δ
=

𝜏

ℎ
M𝑘 ⩽ 𝐸, 𝑘 ∈ {0, 1, 2, · · · } , (13)

где Λ𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
(︀
1𝜆

𝑘, 2𝜆
𝑘, · · · , 𝑛𝜆𝑘

)︀
, 𝑖𝜆

𝑘 = 𝜏
ℎ 𝑖𝜇

𝑘, 𝑖 = 1, 𝑛; 𝑘 ∈ {1, 2, · · ·𝐾} .
Для численного решения системы (7) предлагаем противопоточную разностную

схему ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑈𝑘+1
𝑗 =

(︀
1− Λ𝑘

)︀
𝑈𝑘
𝑗 + Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1, 𝑗 = 0, 𝐽 − 1; 𝑘 ∈ {0, 1, · · ·} ;

𝑈𝑘+1
𝐽 = 𝑅𝑈𝑘+1

0 + (𝐸 −𝑅)
(︀
M𝑘
)︀−1

M*𝑈* +𝑅Δ𝑘+1, 𝑘 ∈ {0, 1, · · ·} ;

𝑈0
𝑗 = Φ(𝑥𝑗) , 𝑗 = 0, 𝐽.

(14)

𝑈𝑘
𝑗 =

(︀
1𝑢

𝑘
𝑗 , 2𝑢

𝑘
𝑗 , · · · , 𝑛𝑢𝑘

𝑗

)︀𝑇
, Δ𝑘 Δ

=
(︀
1𝛿

𝑘, 2𝛿
𝑘, · · · , 𝑛𝛿𝑘

)︀𝑇
.
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Введем в рассмотрение следующие матрицы:

𝑈𝑘 Δ
= 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︀
1𝑢

𝑘
0, 2𝑢

𝑘
0, · · · , 𝑛𝑢𝑘

0, 1𝑢
𝑘
1, 2𝑢

𝑘
1, · · · , 𝑛𝑢𝑘

1, · · · · · · , 1𝑢𝑘
𝐽−1, 2𝑢

𝑘
𝐽−1, · · · , 𝑛𝑢𝑘

𝐽−1

)︀
,

𝑈0 Δ
= 𝑑𝑖𝑎𝑔 (1𝜙0, 2𝜙0, · · · , 𝑛𝜙0, 1𝜙1, 2𝜙1, · · · , 𝑛𝜙1, · · · · · · , 1𝜙𝐽−1, 2𝜙𝐽−1, · · · , 𝑛𝜙𝐽−1) ,

𝑈* Δ
= 𝑑𝑖𝑎𝑔

⎛⎝ 𝑛×𝐽⏞  ⏟  
1𝑢

*, 2𝑢
*, · · · , 𝑛𝑢*, 1𝑢

*, 2𝑢
*, · · · , 𝑛𝑢*, · · · · · · , 1𝑢*, 2𝑢

*, · · · , 𝑛𝑢*

⎞⎠ ,

Δ𝑘 Δ
= 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︀
1𝛿

𝑘, 2𝛿
𝑘, · · · , 𝑛𝛿𝑘

)︀
.

Определение 1. Пусть Ξ > 0. Состояние равновесия 𝑈* начально-краевой раз-
ностной задачи (14) является устойчивым в l2-норме относительно дискретных воз-
мущений, которые удовлетворяют матричным неравенствам Δ𝑘 ⩽ Ξ, 𝑘 ∈ {1, 2, · · · },
если существуют положительные вещественные константы 𝜁1 > 0, 𝜁2 > 0 и 𝜁3 > 0
такие, что для любого начального условия Φ (𝑥𝑗) , 𝑗 = 0, 𝐽 решение 𝑈𝑘

𝑗 , 𝑘 ∈
{1, 2, · · · } , 𝑗 = 0, 𝐽 начально-краевой разностной задачи (14) удовлетворяет нера-
венству ⃦⃦

𝑈𝑘 − 𝑈*⃦⃦
l2
⩽ 𝜁2𝑒

−𝜁1𝑡𝑘 ‖Φ− 𝑈*‖l2 + 𝜁3max
0⩽𝑠<𝑘

(|Δ𝑠|) , 𝑘 ∈ {1, 2, · · · } , (15)

где

𝑈𝑘 Δ
=

⎛⎜⎜⎝
𝑈𝑘
0

𝑈𝑘
1

· · ·
𝑈𝑘
𝐽−1

⎞⎟⎟⎠ , Φ =

⎛⎜⎜⎝
Φ (𝑥0)
Φ (𝑥1)
· · ·

Φ (𝑥𝐽−1)

⎞⎟⎟⎠ , 𝑈* Δ
=

⎛⎜⎜⎝
𝑈*

𝑈*

· · ·
𝑈*

⎞⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭𝑛× 𝐽, |Δ𝑠| = max

1⩽𝑖⩽𝑛
|𝑖𝛿𝑠|

и ⃦⃦
𝑈𝑘 − 𝑈*⃦⃦2

l2
Δ
= ℎ

𝐽−1∑︁
𝑗=0

(︀[︀
𝑈𝑘
𝑗 − 𝑈*]︀ , [︀𝑈𝑘

𝑗 − 𝑈*]︀)︀ , 𝑘 ∈ {0, 1, · · · } .

Определение 2 (Дискретная функция Ляпунова). Говорят, что функция 𝐿 :
R𝑛×𝐽 → R+

0 является дискретной функцией Ляпунова для начально-краевой раз-
ностной задачи (14), если

1. существуют положительные константы 𝜒1 > 0 и 𝜒2 > 0 такие, что для всех
𝑘 ∈ {0, 1, · · · } :

𝜒1

⃦⃦
𝑈𝑘 − 𝑈*⃦⃦2

l2
⩽ 𝐿

(︀
𝑈𝑘
)︀
⩽ 𝜒2

⃦⃦
𝑈𝑘 − 𝑈*⃦⃦2

l2
; (16)

2. существуют положительные константы 𝜂 > 0 и 𝜈 > 0 такие, что для всех 𝑘 ∈
{0, 1, · · · } :

𝐿
(︀
𝑈𝑘+1

)︀
− 𝐿

(︀
𝑈𝑘
)︀

Δ𝑡
⩽ −𝜂𝐿

(︀
𝑈𝑘
)︀
+ 𝜈

(︀
Δ𝑘,Δ𝑘

)︀
.

Для упрощения обозначений в дальнейшем мы будем определять последователь-
ность дискретных значений L𝑘 как

L𝑘 = 𝐿
(︀
𝑈𝑘
)︀
, 𝑘 ∈ {0, 1, · · · } ,

и где 𝑈𝑘 заданное решение начально-краевой разностной задачи (14).
Теорема 1. (Дискретная устойчивость для случая 𝑈* ⩾ 0). Предположим, что

условие КФЛ (13) выполнено. Пусть Ξ ⩾ 0. Для каждого 𝑈* удовлетворяющего мат-
ричному неравенству 𝑈* ⩾ 0, каждого 𝑅 удовлетворяющего матричному неравенству
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0 ⩽ 𝑅 < 𝐸, каждого 𝑈 > 0 и для любой начальной вектор функции Φ удовлетворя-
ющих матричному неравенству c 𝑈0 ⩾ 0, и

‖Φ− 𝑈*‖l2 < U (17)

решение 𝑈𝑘 начально-краевой разностной задачи (14) удовлетворяет матричным
неравенствам 𝑈𝑘 ⩾ 0, 𝑘 ∈ {0, 1, · · · } , а стационарное состояние 𝑈* начально-
краевой разностной задачи (14) является устойчивым в l2-норме относительно любой
дискретной функции возмущения Δ𝑘, 𝑘 ∈ {0, 1, · · · } , такой что справедливо мат-
ричное неравенство Δ𝑘 ⩽ Ξ.

Для анализа устойчивости начально-краевой разностной задачи (14) дискретным
методом Ляпунова воспользуемся следующим преобразованием

�̃�𝑘
𝑗 = 𝑈𝑘

𝑗 − 𝑈*, 𝐴𝑘 = ℎ
∑︀𝐽−1

𝑗=0 �̃�
𝑘
𝑗 , M̃𝑘

𝐴𝑘 = M
(︁
𝑈* + 𝐴𝑘

)︁
, Λ̃𝑘 = 𝜏

ℎ
M̃𝑘

𝐴𝑘 , 𝑘 ∈ {0, 1, · · · } ,

M
(︁
𝑈* + 𝐴𝑘

)︁
≡ 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︁
1𝑃

1𝑄+1𝑢*+1𝑎𝑘
, 2𝑃

2𝑄+2𝑢*+2𝑎𝑘
, · · · , 𝑛𝑃

𝑛𝑄+𝑛𝑢*+𝑛𝑎𝑘

)︁
.

(18)
Для простоты мы опускаем символ «∼» в обозначениях (18) и дискретизируем

систему (10) следующим образом⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈𝑘+1
𝑗 =

(︀
1− Λ𝑘

)︀
𝑈𝑘
𝑗 + Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1, 𝑗 = 0, 𝐽 − 1; 𝑘 ∈ {0, 1, · · ·} ;

𝑈𝑘+1
𝐽 = 𝑅𝑈𝑘+1

0 + (𝐸 −𝑅)Θ𝐴𝑘+1 +𝑅Δ𝑘+1, 𝑘 ∈ {0, 1, · · ·} ;
𝑐Θ = 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︁
1𝑢*

1𝑄+1𝑢* , 2𝑢*

2𝑄+2𝑢* , · · · , 𝑛𝑢*

𝑛𝑄+𝑛𝑢*

)︁
;

𝐴𝑘 = ℎ
𝐽−1∑︀
𝑗=0

𝑈𝑘
𝑗 , M𝑘

𝐴𝑘 = M
(︀
𝑈* + 𝐴𝑘

)︀
, Λ𝑘 = 𝜏

ℎ
M𝑘

𝐴𝑘 , 𝑘 = {0, 1, · · ·} ;

𝑀
(︀
𝑈* + 𝐴𝑘

)︀
≡ 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︁
1𝑃

1𝑄+1𝑢*+1𝑎𝑘
, 2𝑃

2𝑄+2𝑢*+2𝑎𝑘
, · · · , 𝑛𝑃

𝑛𝑄+𝑛𝑢*+𝑛𝑎𝑘

)︁
;

𝑖𝑎
𝑘 = ℎ

𝐽−1∑︀
𝑗=0

𝑖𝑢
𝑘
𝑗 ⩾ −𝑖𝑢

*, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑘 ∈ {0, 1, · · ·} ;

𝑈0
𝑗 = Φ(𝑥𝑗) , 𝑗 = 0, 𝐽.

(19)
Таким образом, предположение в виде выполнения неравенства (17) в теореме 1

теперь выражается как
‖Φ‖l2 < U. (20)

Заметим, что неравенство (49) перепишется в виде⃦⃦
𝑈𝑘
⃦⃦
l2
⩽ 𝜁2𝑒

−𝜁1𝑡𝑘 ‖Φ‖l2 + 𝜁3max
0⩽𝑠<𝑘

(|Δ𝑠|) , 𝑘 ∈ {1, 2, · · · } ,

Доказательство теоремы 1. Далее в процессе доказательства теоремы 1 мы
рассматриваем только случай выполнения матричного неравенства

𝑈* > 0. (21)

Поскольку начальные данные 𝑈0 ⩾ 0, тогда согласно дискретной системе (19) и
условию CFL в уравнении (13), имеем 𝑈𝑘 ⩾ 0, 𝑘 ∈ {0, 1, · · · }.
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Рассмотрим следующего кандидата для дискретной функции Ляпунова для лю-
бого 𝜙 ∈ 𝑅𝑛×𝐽

𝐿 (𝜙) = ℎ
𝐽∑︀

𝑗=1

(𝜙𝑗, 𝜙𝑗)
2𝑒𝛼𝑥𝑗 +

(︃
ℎ

𝐽−1∑︀
𝑗=0

𝐵𝜙𝑗, ℎ
𝐽−1∑︀
𝑗=0

𝜙𝑗

)︃
,

𝜙 =

⎛⎜⎜⎝
𝜙0

𝜙1

· · ·
𝜙𝐽−1

⎞⎟⎟⎠ , 𝜙𝑗 =

⎛⎜⎜⎝
1𝜙𝑗

2𝜙𝑗

· · ·
𝑛𝜙𝑗

⎞⎟⎟⎠ , 𝑗 = 0, 𝐽 − 1.

где 𝛼 > 0. В частности, в качестве значение параметра 𝐵 берём следующее

𝐵 = Θ(𝐸 −𝑅)−1 (︀𝑒𝛼𝑅 [︀1 + 𝛼2
]︀
− 𝐸

)︀
< 0 (22)

и, поскольку Θ ⩽ 1, существует достаточно малое 𝛼*, такое что − 𝛼
1−𝑒−𝛼 < 𝐵 < 0 (см.

[2]).
Согласно (13), значения 𝐿 на решении 𝑈𝑘 в момент времени 𝑡𝑘 для 𝑘 ⩾ 0 опреде-

ляются выражением

L𝑘 =
⃦⃦
𝑈𝑘
⃦⃦2
𝛼
+
(︀
𝐵𝐴𝑘, 𝐴𝑘

)︀
, 𝑘 ∈ {0, 1, · · · } , (23)

⃦⃦
𝑈𝑘
⃦⃦2
𝛼
= ℎ

𝐽−1∑︁
𝑗=0

(︀
𝑈𝑘
𝑗 , 𝑈

𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 .

При фиксированной 𝑅 удовлетворяющей матричному неравенству 0 ⩽ 𝑅 < 𝐸
полагаем, что существует такое 𝛼**, что при 0 < 𝛼 < 𝛼** выполняются неравенства

exp (−𝛼)

(1 + 𝛼2)
> 𝑅 > 𝑅2 и 𝛼 < 𝐸 −𝑅, (24)

и что
0 < ℎ < 1.

В качестве первого шага докажем, что L𝑘 эквивалентно
⃦⃦
𝑈𝑘
⃦⃦2
𝛼
. Эта часть не за-

висит от граничного условия 𝑈𝑘+1
𝐽 .

Согласно разложения Тейлора справедливы следующая цепочка неравенств

ℎ (𝑒−𝛼 − 1)

𝑒−𝛼ℎ − 1
⩽ (1 + 𝛼)2 ⩽ (1 + 3𝛼) .

Следовательно, для всех 𝑘 ⩾ 1(︀
𝐴𝑘, 𝐴𝑘

)︀
=
(︁
ℎ
∑︀𝐽

𝑗=1 𝑈
𝑘
𝑗 , ℎ

∑︀𝐽
𝑗=1 𝑈

𝑘
𝑗

)︁
⩽ ℎ2

∑︀𝐽−1
𝑗=0 𝑒

𝛼𝑥𝑗
(︀
𝑈𝑘
𝑗 , 𝑈

𝑘
𝑗

)︀∑︀𝐽−1
𝑗=0 𝑒

−𝛼𝑥𝑗 =

ℎ(𝑒−𝛼−1)
𝑒−𝛼ℎ−1

⃦⃦
𝑈𝑘
⃦⃦2
𝛼
⩽ (1 + 𝛼)2

⃦⃦
𝑈𝑘
⃦⃦2
𝛼
⩽ (1 + 3𝛼)

⃦⃦
𝑈𝑘
⃦⃦2
𝛼
.

(25)

В силу ограничений на 𝐵 получаем оценку на L𝑘 для всех 𝑘 ⩾ 0⃦⃦
𝑈𝑘
⃦⃦2
𝛼
⩾ L𝑘 ⩾

ℎ(𝑒−𝛼−1)
(𝑒−𝛼ℎ−1)

ℎ
∑︀𝐽−1

𝑗=0

(︀{︀
𝐸 +Θ [𝐸 −𝑅]−1 [𝑒𝛼𝑅 (1 + 𝛼2)− 𝐸]

}︀
𝑈𝑘
𝑗 , 𝑈

𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 ⩾

ℎ
∑︀𝐽−1

𝑗=0

(︀
{𝐸 − (1 + 3𝛼)Θ}𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 ⩾ 1

2
ℎ
∑︀𝐽−1

𝑗=0

(︀
[𝐸 −Θ]𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 ,

(26)
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где последнее неравенство верно при условии, что

0 < 𝛼 ⩽ min

{︂
1, 𝛼*, 𝛼**, min

1⩽𝑖⩽𝑛

1− 𝜆𝑖 (Θ)

6𝜆𝑖 (Θ)

}︂
. (27)

Здесь 𝜆𝑖 (Θ) , 𝑖 = 1, 𝑛- собственные значения матрицы Θ.
Кроме того, дискретная весовая норма эквивалентна l2-норме, для всех 𝑘 ⩾ 0⃦⃦

𝑈𝑘
⃦⃦2
l2
⩽
⃦⃦
𝑈𝑘
⃦⃦2
𝛼
⩽ 𝑒𝛼

⃦⃦
𝑈𝑘
⃦⃦2
l2
. (28)

В качестве второго шага мы оцениваем конечно-разностную аппроксимацию вре-
менной производной от L𝑘 по времени.

L𝑘+1−L𝑘

𝜏
= ℎ

𝜏

∑︀𝐽−1
𝑗=0

[︀(︀
𝑈𝑘+1
𝑗 , 𝑈𝑘+1

𝑗

)︀
−
(︀
𝑈𝑘
𝑗 , 𝑈

𝑘
𝑗

)︀]︀
𝑒𝛼𝑥𝑗+

ℎ2

𝜏

[︁(︁∑︀𝐽−1
𝑗=0 𝐵𝑈𝑘+1

𝑗 ,
∑︀𝐽−1

𝑗=0 𝑈
𝑘+1
𝑗

)︁
−
(︁∑︀𝐽−1

𝑗=0 𝐵𝑈𝑘
𝑗 ,
∑︀𝐽−1

𝑗=0 𝑈
𝑘
𝑗

)︁]︁
=

1
𝜏
𝐿𝑘
1 +

1
𝜏
𝐿𝑘
2,

(29)

где

𝐿𝑘
1 = ℎ

𝐽−1∑︁
𝑗=0

[︀(︀
𝑈𝑘+1
𝑗 , 𝑈𝑘+1

𝑗

)︀
−
(︀
𝑈𝑘
𝑗 , 𝑈

𝑘
𝑗

)︀]︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 ,

𝐿𝑘
2 = ℎ2

[︃(︃
𝐽−1∑︁
𝑗=0

𝐵𝑈𝑘+1
𝑗 ,

𝐽−1∑︁
𝑗=0

𝑈𝑘+1
𝑗

)︃
−

(︃
𝐽−1∑︁
𝑗=0

𝐵𝑈𝑘
𝑗 ,

𝐽−1∑︁
𝑗=0

𝑈𝑘
𝑗

)︃]︃
.

Согласно неравенство Йенсена для выпуклых отображений 𝑦 → 𝑦2справедливо
неравенство

[𝑞1𝑦1 + 𝑞2𝑦2]
2 ⩽ 𝑞1 (𝑦1)

2 + 𝑞2 (𝑦2)
2 ,

где 𝑞1, 𝑞2 > 0 8 𝑞1 + 𝑞2 = 1.
Используем дискретную схему (19), условие КФЛ (13), обеспечивающее 0 <

Λ𝑘 ⩽ 𝐸 и выпуклость отображения 𝑦 → 𝑦2, чтобы оценить квадратичную форму(︀
𝑈𝑘+1
𝑗 , 𝑈𝑘+1

𝑗

)︀
для всех 𝑗 ∈ {0, · · · , 𝐽 − 1} и 𝑘 ⩾ 0(︀

𝑈𝑘+1
𝑗 , 𝑈𝑘+1

𝑗

)︀
=
(︀{︀[︀

1− Λ𝑘
]︀
𝑈𝑘
𝑗 + Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1

}︀
,
{︀[︀
1− Λ𝑘

]︀
𝑈𝑘
𝑗 + Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1

}︀)︀
⩽(︀[︀

1− Λ𝑘
]︀
𝑈𝑘
𝑗 , 𝑈

𝑘
𝑗

)︀
+
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1, 𝑈
𝑘
𝑗+1

)︀
.

(30)

Величину 𝐿𝑘
1 оценим сверху c помощью следующей ниже леммой 1 и величину 𝐿𝑘

2

преобразуем c помощью следующей ниже леммой 2. Тогда имеем
Лемма 1. На решениях начально-краевой разностной задачи (19) справедливо

неравенство

𝐿𝑘
1 ⩽ ℎ

(︀
𝑒−𝛼ℎ − 1

)︀ 𝐽−1∑︁
𝑗=0

(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 + ℎ𝑒−𝛼ℎ

[︀
𝑒𝛼
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝐽 , 𝑈
𝑘
𝐽

)︀
−
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

0 , 𝑈
𝑘
0

)︀]︀
. (31)

Доказательство. Используя неравенство (30) оценим сверху величину
(︀
𝑈𝑘+1
𝑗 , 𝑈𝑘+1

𝑗

)︀
в левой части неравенство (31)

𝐿𝑘
1 = ℎ

∑︀𝐽−1
𝑗=0

[︀(︀
𝑈𝑘+1
𝑗 , 𝑈𝑘+1

𝑗

)︀
−
(︀
𝑈𝑘
𝑗 , 𝑈

𝑘
𝑗

)︀]︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 ⩽

ℎ
∑︀𝐽−1

𝑗=0

{︀(︀[︀
1− Λ𝑘

]︀
𝑈𝑘
𝑗 , 𝑈

𝑘
𝑗

)︀
+
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1, 𝑈
𝑘
𝑗+1

)︀
−
(︀
𝑈𝑘
𝑗 , 𝑈

𝑘
𝑗

)︀}︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 =

ℎ
∑︀𝐽−1

𝑗=0

{︀(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1, 𝑈
𝑘
𝑗+1

)︀
−
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀}︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 .

(32)
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Преобразуем правую часть неравенство (33) с помощью следующей общеизвест-
ной формулы разностного дифференцирования по частям для любой сеточной функ-
ции 𝑣𝑖

{𝑣𝑗+1 − 𝑣𝑗} 𝑒𝛼𝑥𝑗 = (𝑣𝑗+1𝑒
𝛼𝑥𝑗+1 − 𝑣𝑗𝑒

𝛼𝑥𝑗) + 𝑣𝑗+1𝑒
𝛼𝑥𝑗+1

(︀
𝑒−𝛼ℎ − 1

)︀
(33)

в справедливости которой можно убедится непосредственной проверкой

{𝑣𝑗+1 − 𝑣𝑗} 𝑒𝛼𝑥𝑗 = 𝑣𝑗+1𝑒
𝛼𝑥𝑗+1 − 𝑣𝑗𝑒

𝛼𝑥𝑗 − 𝑣𝑗+1𝑒
𝛼𝑥𝑗+1 + 𝑣𝑗+1𝑒

𝛼𝑥𝑗

= (𝑣𝑗+1𝑒
𝛼𝑥𝑗+1 − 𝑣𝑗𝑒

𝛼𝑥𝑗) + 𝑣𝑗+1𝑒
𝛼𝑥𝑗+1

(︀
𝑒−𝛼ℎ − 1

)︀
.

(34)

Применим формулу разностного дифференцирования (33) в правой части нера-
венства (32), полагая 𝑣𝑗

Δ
=
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
ℎ
∑︀𝐽−1

𝑗=0

{︀(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1, 𝑈
𝑘
𝑗+1

)︀
−
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀}︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 =

ℎ
∑︀𝐽−1

𝑗=0

[︃ (︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1, 𝑈
𝑘
𝑗+1

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗+1−(︀

Λ𝑘𝑈𝑘
𝑗 , 𝑈

𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗

]︃
+ ℎ

(︀
𝑒−𝛼ℎ − 1

)︀∑︀𝐽−1
𝑗=0

(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1, 𝑈
𝑘
𝑗+1

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗+1 .

(35)

Для вычисления первой суммы в правой части неравенства (35) применим следу-
ющую формулу суммирования

𝐽−1∑︁
𝑗=0

(𝑤𝑗+1 − 𝑤𝑗) = 𝑤𝐽 − 𝑤0. (36)

В тождестве (36) положим 𝑤𝑗 = ℎ
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 и получим

ℎ
∑︀𝐽−1

𝑗=0

[︀(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1, 𝑈
𝑘
𝑗+1

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗+1 −

(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗

]︀
=

= ℎ
[︀
𝑒𝛼
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝐽 , 𝑈
𝑘
𝐽

)︀
−
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

0 , 𝑈
𝑘
0

)︀]︀
.

Тогда равенства (35) примет вид

ℎ
∑︀𝐽−1

𝑗=0

{︀(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1, 𝑈
𝑘
𝑗+1

)︀
−
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀}︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 =

= ℎ
(︀
𝑒−𝛼ℎ − 1

)︀∑︀𝐽−1
𝑗=0

(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1, 𝑈
𝑘
𝑗+1

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗+1 + ℎ

[︀
𝑒𝛼
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝐽 , 𝑈
𝑘
𝐽

)︀
−
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

0 , 𝑈
𝑘
0

)︀]︀
.

(37)

С целью образования
⃦⃦
𝑈𝑘
⃦⃦2
𝛼
= ℎ

∑︀𝐽−1
𝑗=0

(︀
𝑈𝑘
𝑗 , 𝑈

𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 в правой части неравенства

(37) воспользуемся следующей формулой сдвига назад индекса в сумме

𝐽−1∑︁
𝑗=0

(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1, 𝑈
𝑘
𝑗+1

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗+1 =

𝐽−1∑︁
𝑗=0

(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 + 𝑒𝛼

(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝐽 , 𝑈
𝑘
𝐽

)︀
−
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

0 , 𝑈
𝑘
0

)︀
.

Тогда равенство (37) преобразуется так:

ℎ
∑︀𝐽−1

𝑗=0

{︀(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1, 𝑈
𝑘
𝑗+1

)︀
−
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀}︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 = ℎ

(︀
𝑒−𝛼ℎ − 1

)︀∑︀𝐽−1
𝑗=0

(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗+

ℎ
(︀
𝑒−𝛼ℎ − 1

)︀ [︀
𝑒𝛼
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝐽 , 𝑈
𝑘
𝐽

)︀
−
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

0 , 𝑈
𝑘
0

)︀]︀
+

ℎ
[︀
𝑒𝛼
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝐽 , 𝑈
𝑘
𝐽

)︀
−
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

0 , 𝑈
𝑘
0

)︀]︀
.

(38)
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Или упрощая правую часть имеем неравенство (31).
Лемма 1 доказана.
Лемма 2. На решениях начально-краевой разностной задачи (19) справедливо

неравенство

𝐿𝑘
2 =

(︀
𝐵
[︀
𝐴𝑘 + ℎΛ𝑘

(︀
𝑈𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

)︀]︀
,
[︀
𝐴𝑘 + ℎΛ𝑘

(︀
𝑈𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

)︀]︀)︀
−
(︀
𝐵𝐴𝑘, 𝐴𝑘

)︀
. (39)

Доказательство. Согласно начально-краевой разностной задачи (19) имеем

𝐿𝑘
2 = ℎ2

⎧⎨⎩
(︁∑︀𝐽−1

𝑗=0 𝐵
[︀(︀
1− Λ𝑘

)︀
𝑈𝑘
𝑗 + Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1

]︀
,
∑︀𝐽−1

𝑗=0

[︀(︀
1− Λ𝑘

)︀
𝑈𝑘
𝑗 + Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗+1

]︀)︁
−(︁∑︀𝐽−1

𝑗=0 𝐵𝑈𝑘
𝑗 ,
∑︀𝐽−1

𝑗=0 𝑈
𝑘
𝑗

)︁ ⎫⎬⎭ =

= ℎ2

⎧⎨⎩
(︁
𝐵
∑︀𝐽−1

𝑗=0

[︀
𝑈𝑘
𝑗 + Λ𝑘

(︀
𝑈𝑘
𝑗+1 − 𝑈𝑘

𝑗

)︀]︀
,
∑︀𝐽−1

𝑗=0

[︀
𝑈𝑘
𝑗 + Λ𝑘

(︀
𝑈𝑘
𝑗+1 − 𝑈𝑘

𝑗

)︀]︀)︁
−(︁∑︀𝐽−1

𝑗=0 𝐵𝑈𝑘
𝑗 ,
∑︀𝐽−1

𝑗=0 𝑈
𝑘
𝑗

)︁ ⎫⎬⎭ .

Используя формулу (36), получим
𝐽−1∑︁
𝑗=0

(︀
𝑈𝑘
𝑗+1 − 𝑈𝑘

𝑗

)︀
= 𝑈𝑘

𝐽 − 𝑈𝑘
0 .

Следовательно

𝐿𝑘
2 = ℎ2

⎧⎨⎩
(︁
𝐵
[︁∑︀𝐽−1

𝑗=0 𝑈
𝑘
𝑗 + Λ𝑘

(︀
𝑈𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

)︀]︁
,
[︁∑︀𝐽−1

𝑗=0 𝑈
𝑘
𝑗 + Λ𝑘

(︀
𝑈𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

)︀]︁)︁
−(︁∑︀𝐽−1

𝑗=0 𝐵𝑈𝑘
𝑗 ,
∑︀𝐽−1

𝑗=0 𝑈
𝑘
𝑗

)︁ ⎫⎬⎭ .

С учётом формулы (11), отсюда следует доказательство леммы 2.
Лемма 3. Пусть выполняется условие КФЛ (13). Тогда на решениях начально-

краевой разностной задачи (19) для конечно-разностной аппроксимации временной
производной от L𝑘 (дискретная функция Ляпунова) по времени справедливо нера-
венство

L𝑘+1 − L𝑘

𝜏
⩽
(︀
𝑒−𝛼ℎ − 1

)︀ 𝐽−1∑︁
𝑗=0

(︀
M𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 +𝐵𝑘

1 , (40)

где
𝐵𝑘

1 = 𝑒−𝛼ℎ
[︀
𝑒𝛼
(︀
M𝑈𝑘

𝐽 , 𝑈
𝑘
𝐽

)︀
−
(︀
M𝑈𝑘

0 , 𝑈
𝑘
0

)︀]︀
+

+ 1
𝜏

{︀(︀
𝐵
[︀
𝐴𝑘 + ℎΛ𝑘

(︀
𝑈𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

)︀]︀
,
[︀
𝐴𝑘 + ℎΛ𝑘

(︀
𝑈𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

)︀]︀)︀
−
(︀
𝐵𝐴𝑘, 𝐴𝑘

)︀}︀
.

Доказательство. Конечно-разностную аппроксимация временной производной
от L по времени вычисляется с помощью формулы (29):

L𝑘+1 − L𝑘

𝜏
=

1

𝜏
𝐿𝑘
1 +

1

𝜏
𝐿𝑘
2.

Величину 𝐿𝑘
1 оценим сверху с помощью неравенства (31) леммы 1 и величину 𝐿𝑘

2

преобразуем с помощью равенства (39) леммы 2. Тогда имеем
L𝑘+1−L𝑘

𝜏
= 1

𝜏
𝐿𝑘
1 +

1
𝜏
𝐿𝑘
2 ⩽

1
𝜏

{︁
ℎ
(︀
𝑒−𝛼ℎ − 1

)︀∑︀𝐽−1
𝑗=0

(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 + ℎ𝑒−𝛼ℎ

[︀
𝑒𝛼
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

𝐽 , 𝑈
𝑘
𝐽

)︀
−
(︀
Λ𝑘𝑈𝑘

0 , 𝑈
𝑘
0

)︀]︀}︁
+

+ 1
𝜏

{︀(︀
𝐵
[︀
𝐴𝑘 + ℎΛ𝑘

(︀
𝑈𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

)︀]︀
,
[︀
𝐴𝑘 + ℎΛ𝑘

(︀
𝑈𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

)︀]︀)︀
−
(︀
𝐵𝐴𝑘, 𝐴𝑘

)︀}︀
=

=
(︀
𝑒−𝛼ℎ − 1

)︀∑︀𝐽−1
𝑗=0

(︀
M𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 +𝐵𝑘

1 ,
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Лемма 3 доказана.
Разделим граничное условие при x = 1 как

𝑈𝑘+1
𝐽 = �̂�𝑘+1

𝐽 +𝑅Δ𝑘+1, �̂�𝑘+1
𝐽 = 𝑅𝑈𝑘+1

0 + (𝐸 −𝑅)Θ𝐴𝑘+1 (41)

и получим

𝐵𝑘
1 = 𝑒−𝛼ℎ

[︀
𝑒𝛼
(︀
M𝑈𝑘

𝐽 , 𝑈
𝑘
𝐽

)︀
−
(︀
M𝑈𝑘

0 , 𝑈
𝑘
0

)︀]︀
+

1
𝜏

{︀(︀
𝐵
[︀
𝐴𝑘 + ℎΛ𝑘

(︀
𝑈𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

)︀]︀
,
[︀
𝐴𝑘 + ℎΛ𝑘

(︀
𝑈𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

)︀]︀)︀
−
(︀
𝐵𝐴𝑘, 𝐴𝑘

)︀}︀
=

𝑒−𝛼ℎ
{︁
𝑒𝛼
(︁
M
[︁
�̂�𝑘
𝐽 +𝑅Δ𝑘

]︁
,
[︁
�̂�𝑘
𝐽 +𝑅Δ𝑘

]︁)︁
−
(︀
M𝑈𝑘

0 , 𝑈
𝑘
0

)︀}︁
+⎧⎪⎨⎪⎩

𝜏
(︁
𝐵M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 +𝑅Δ𝑘 − 𝑈𝑘

0

]︁
,M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 +𝑅Δ𝑘 − 𝑈𝑘

0

]︁)︁
+

2
(︁
𝐵𝐴𝑘,M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 +𝑅Δ𝑘 − 𝑈𝑘

0

]︁)︁
⎫⎪⎬⎪⎭ .

(42)

Как и в непрерывном случае оценим(︁
M
[︁
�̂�𝑘
𝐽 +𝑅Δ𝑘

]︁
,
[︁
�̂�𝑘
𝐽 +𝑅Δ𝑘

]︁)︁
⩽

(1 + 𝛼2)
(︁
M�̂�𝑘

𝐽 , �̂�
𝑘
𝐽

)︁
+
(︀
1 + 1

𝛼2

)︀ (︀
M𝑅Δ𝑘, 𝑅Δ𝑘

)︀ (43)

Аналогичным образом оценим выражения 2
(︀
𝐴𝑘,M𝑘𝑅Δ𝑘

)︀
и(︁

M𝑘
{︁[︁

�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁
+𝑅Δ𝑘

}︁
,M𝑘

{︁[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁
+𝑅Δ𝑘

}︁)︁
соответственно

1) 2
(︀
𝐴𝑘,M𝑅Δ𝑘

)︀
⩽ 𝛼2

(︀
𝐴𝑘,M𝑘𝐴𝑘

)︀
+

1

𝛼2

(︀
𝑅Δ𝑘,M𝑘𝑅Δ𝑘

)︀
,

2)
(︁
𝑀𝑘

{︁[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁
+𝑅Δ𝑘

}︁
,M𝑘

{︁[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁
+𝑅Δ𝑘

}︁)︁
⩽

(1 + 𝛼2)
(︁
M𝑘
[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁
,M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁)︁
+
(︀
1 + 1

𝛼2

)︀ (︀
M𝑘𝑅Δ𝑘,M𝑘𝑅Δ𝑘

)︀
.

Тогда из (42) получим

𝐵𝑘
1 ⩽ 𝑒−𝛼ℎ

{︃
𝑒𝛼
⟨
(1 + 𝛼2)

(︁
M�̂�𝑘

𝐽 , �̂�
𝑘
𝐽

)︁
+
(︀
1 + 1

𝛼2

)︀ (︀
M𝑅Δ𝑘, 𝑅Δ𝑘

)︀⟩
−(︀

M𝑈𝑘
0 , 𝑈

𝑘
0

)︀ }︃
+

𝜏

{︃ (︁
[𝐵 + 𝛼2 |𝐵|]M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁
,M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁)︁
+(︀[︀

𝐵 + 1
𝛼2 |𝐵|

]︀
M𝑘𝑅Δ𝑘,M𝑘𝑅Δ𝑘

)︀ }︃
+

+
{︀
𝛼2
(︀
|𝐵|𝐴𝑘,M𝑘𝐴𝑘

)︀
+ 1

𝛼2

(︀
|𝐵|𝑅Δ𝑘,M𝑘𝑅Δ𝑘

)︀}︀
+ 2

(︁
𝐵𝐴𝑘,M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁)︁
(44)

Следовательно, отсюда получим оценку

𝐵𝑘
1 ⩽ 𝐵𝑘

2 +𝐵𝑘
3 +𝐵𝑘

4 . (45)

Здесь

𝐵𝑘
2 = 𝑒−𝛼ℎ

[︁
𝑒𝛼
(︁
M�̂�𝑘

𝐽 , �̂�
𝑘
𝐽

)︁
−
(︀
M𝑈𝑘

0 , 𝑈
𝑘
0

)︀]︁
+ 2

(︁
𝐵𝐴𝑘,M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁)︁
+

𝜏
(︁
𝐵M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁
,M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁)︁
;
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𝐵𝑘
3 = 𝑒𝛼(1−ℎ)𝛼2

(︁
M�̂�𝑘

𝐽 , �̂�
𝑘
𝐽

)︁
+ 𝜏𝛼2

(︁
|𝐵|M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁
,M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − ¯̄𝑈𝑘

0

]︁)︁
+

𝛼2
(︀
|𝐵|𝐴𝑘,M𝑘𝐴𝑘

)︀
;

𝐵𝑘
4 = 𝑒𝛼(1−ℎ)

(︀
1 + 1

𝛼2

)︀ (︀
M𝑅Δ𝑘, 𝑅Δ𝑘

)︀
+ 𝜏

(︀[︀
𝐵 + 1

𝛼2 |𝐵|
]︀
M𝑘𝑅Δ𝑘,M𝑘𝑅Δ𝑘

)︀
+

1
𝛼2

(︀
|𝐵|𝑅Δ𝑘,M𝑘𝑅Δ𝑘

)︀
.

Из граничных условий (41) с учётом неравенство Йенсена для выпуклых отобра-
жений получим следующие неравенство и равенство(︁

�̂�𝑘+1
𝐽 , �̂�𝑘+1

𝐽

)︁
⩽
(︀
𝑅𝑈𝑘+1

0 , 𝑈𝑘+1
0

)︀
+
(︀
[𝐸 −𝑅] Θ𝐴𝑘+1,Θ𝐴𝑘+1

)︀
,

�̂�𝑘+1
𝐽 − 𝑈𝑘+1

0 = (𝑅− 𝐸)𝑈𝑘+1
0 + (𝐸 −𝑅)Θ𝐴𝑘+1.

С учётом этих соотношений граничных условий для выражения 𝐵𝑘
2 получим сле-

дующее неравенство

𝐵𝑘
2 ⩽ 𝑒−𝛼ℎ

{︀(︀
M[𝑒𝛼𝑅− 𝐸]𝑈𝑘+1

0 , 𝑈𝑘+1
0

)︀
+ 𝑒𝛼

(︀
M[𝐸 −𝑅] Θ𝐴𝑘+1,Θ𝐴𝑘+1

)︀}︀
+

−2
(︀
𝐵𝐴𝑘,M𝑘 [𝐸 −𝑅]

[︀
𝑈𝑘+1
0 −Θ𝐴𝑘+1

]︀)︀
+ 𝜏

(︁
𝐵M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁
,M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁)︁
.

Заметим, что
(︁
𝐵M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁
,M𝑘

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁)︁
⩽ 0. Следовательно для выраже-

ния 𝐵𝑘
2 получим следующее неравенство

𝐵𝑘
2 ⩽ 𝑒−𝛼ℎ

{︀(︀
M[𝑒𝛼𝑅− 𝐸]𝑈𝑘+1

0 , 𝑈𝑘+1
0

)︀
+ 𝑒𝛼

(︀
M[𝐸 −𝑅] Θ𝐴𝑘+1,Θ𝐴𝑘+1

)︀}︀
+

−2
(︀
𝐵𝐴𝑘,M𝑘 [𝐸 −𝑅]

[︀
𝑈𝑘+1
0 −Θ𝐴𝑘+1

]︀)︀
.

Подставляя значение 𝐵 из выражения (22) для выражения 𝐵𝑘
2 получим следую-

щее неравенство

𝐵𝑘
2 ⩽ 𝑒−𝛼ℎ

{︀(︀
M[𝑒𝛼𝑅− 𝐸]𝑈𝑘+1

0 , 𝑈𝑘+1
0

)︀
+ 𝑒𝛼

(︀
M[𝐸 −𝑅] Θ𝐴𝑘+1,Θ𝐴𝑘+1

)︀}︀
+

−2
(︀
𝐵𝐴𝑘,M𝑘 [𝐸 −𝑅]

[︀
𝑈𝑘+1
0 −Θ𝐴𝑘+1

]︀)︀
;

𝐵𝑘
2 ⩽ 𝑒−𝛼ℎ

{︀(︀
M[𝑒𝛼𝑅− 𝐸]𝑈𝑘+1

0 , 𝑈𝑘+1
0

)︀
+ 𝑒𝛼

(︀
M[𝐸 −𝑅] Θ𝐴𝑘+1,Θ𝐴𝑘+1

)︀}︀
+

−2
(︀
Θ(𝑒𝛼𝑅 [1 + 𝛼2]− 𝐸)𝐴𝑘,M𝑘

[︀
𝑈𝑘+1
0 −Θ𝐴𝑘+1

]︀)︀
.

Тогда правую часть вышеприведённого последнего неравенства для выражения
𝐵𝑘

2 разобъём на две части:

𝐵𝑘
2 ⩽ 𝑒−𝛼ℎ

{︀(︀
M[𝑒𝛼𝑅− 𝐸]𝑈𝑘+1

0 , 𝑈𝑘+1
0

)︀
+ 𝑒𝛼

(︀
M[𝐸 −𝑅] Θ𝐴𝑘+1,Θ𝐴𝑘+1

)︀}︀
+ �̃�𝑘

3−

2
(︀
Θ(𝑒𝛼𝑅− 𝐸)𝐴𝑘,M𝑘

[︀
𝑈𝑘+1
0 −Θ𝐴𝑘+1

]︀)︀
,

где �̃�𝑘
3 = −2

(︀
Θ𝑒𝛼𝑅𝛼2𝐴𝑘,M𝑘

[︀
𝑈𝑘+1
0 −Θ𝐴𝑘+1

]︀)︀
.

Правую часть последнего неравенство для выражения 𝐵𝑘
2 преобразуем следую-

щим образом

𝐵𝑘
2 ⩽ �̃�𝑘

3 + 𝑒−𝛼ℎ
(︀
M[𝑒𝛼𝑅− 𝐸]

[︀
𝑈𝑘
0 − 𝑒𝛼ℎΘ𝐴𝑘

]︀
,
[︀
𝑈𝑘
0 − 𝑒𝛼ℎΘ𝐴𝑘

]︀)︀
+

𝑒𝛼(1−ℎ)
(︀
M[𝐸 −𝑅] Θ𝐴𝑘,Θ𝐴𝑘

)︀
− 𝑒𝛼ℎ

(︀
M[𝑒𝛼𝑅− 𝐸] Θ𝐴𝑘,Θ𝐴𝑘

)︀
+

2
(︀
(𝑒𝛼𝑅− 𝐸)Θ𝐴𝑘,M𝑘Θ𝐴𝑘

)︀
.
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Для фиксированного 𝑅 выбираем 𝛼 таким образом, что 𝑒𝛼𝑅 − 𝐸 ⩽ 0. То-
гда 𝑒−𝛼ℎ

(︀
M[𝑒𝛼𝑅− 𝐸]

[︀
𝑈𝑘
0 − 𝑒𝛼ℎΘ𝐴𝑘

]︀
,
[︀
𝑈𝑘
0 − 𝑒𝛼ℎΘ𝐴𝑘

]︀)︀
⩽ 0 и следовательно усиливая

неравенство для выражения 𝐵𝑘
2 получим

𝐵𝑘
2 ⩽ �̃�𝑘

3 + �̃�𝑘
2 .

Здесь �̃�𝑘
2 =

(︀{︀
𝑒𝛼(1−ℎ) [𝐸 −𝑅] +

(︀
2− 𝑒𝛼ℎ

)︀
[𝑒𝛼𝑅− 𝐸]

}︀
Θ𝐴𝑘,M𝑘Θ𝐴𝑘

)︀
.

Таким образом, сверху оценив выражение 𝐵𝑘
2 из (45) получим

𝐵𝑘
1 ⩽ �̃�𝑘

2 + �̃�𝑘
3 + 𝐵𝑘

3 +𝐵𝑘
4 . (46)

Далее оцениваем �̃�𝑘
3 + 𝐵𝑘

3 и 𝐵𝑘
4 . Здесь мы используем, что 𝐵, определяемые (22),

M, ограничены через

|𝐵| ⩽ 𝛼

1− 𝑒−𝛼
⩽ 1, M ⩽ 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︂
1𝑃

1𝑄
,
2𝑃

2𝑄
, · · · , 𝑚𝑃

𝑚𝑄

)︂
, и Λ𝑘 ⩽ 𝐸,

соответственно, и что Λ𝑘, ℎ и Θ все ограничены сверху единицей.
Дополнительно, согласно (48) мы имеем ограничение на

(︀
𝐴𝑘, 𝐴𝑘

)︀
и согласно (27)

0 < 𝛼 ⩽ 1, так что(︁
�̂�𝑘
𝐽 , �̂�

𝑘
𝐽

)︁
⩽ 2

(︀
𝑈𝑘
0 , 𝑈

𝑘
0

)︀
+ 2

(︀
𝐴𝑘, 𝐴𝑘

)︀
⩽ (2 + 2 (1 + 3))

⃦⃦
𝑈𝑘
⃦⃦2
𝛼
= 10

⃦⃦
𝑈𝑘
⃦⃦2
𝛼

и (︁[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁
,
[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁)︁
⩽ 2

(︁
�̂�𝑘
𝐽 , �̂�

𝑘
𝐽

)︁
+ 2

(︀
𝑈𝑘
0 , 𝑈

𝑘
0

)︀
⩽ 22

⃦⃦
𝑈𝑘
⃦⃦2
𝛼
,

так как (︀
𝑈𝑘
0 −Θ𝐴𝑘+1

)︀
= (𝑅− 𝐸)−1

(︁
�̂�𝑘+1
𝐽 − 𝑈𝑘+1

0

)︁
.

Тогда для выражения �̃�𝑘
3 получим следующее неравенство

�̃�𝑘
3 = −2

(︁
Θ𝑒𝛼𝑅𝛼2𝐴𝑘,M𝑘 [𝑅− 𝐸]−1

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁)︁
=

2
(︁
Θ𝑒𝛼𝑅𝛼2𝐴𝑘,M𝑘 [𝐸 −𝑅]−1

[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁)︁
⩽(︁

Θ𝑒𝛼𝑅𝛼2M𝑘 [𝐸 −𝑅]−1
[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁
,
[︁
�̂�𝑘
𝐽 − 𝑈𝑘

0

]︁)︁
+(︀

Θ𝑒𝛼𝑅𝛼2M𝑘 [𝐸 −𝑅]−1𝐴𝑘, 𝐴𝑘
)︀
⩽ 𝛼2𝐶ℎ

∑︀𝐽−1
𝑗=0

(︀
M𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 .

Здесь 𝐶 - некоторое положительное число удовлетворяющее неравенство

Θ𝑒𝛼𝑅 [𝐸 −𝑅]−1 (23 + 3𝛼) ⩽ 𝐶𝐸.

Тогда очевидно, что справедливо неравенство

𝐵𝑘
3 + �̃�𝑘

3 ⩽ 𝛼2𝐶ℎ
𝐽−1∑︁
𝑗=0

(︀
M𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 и 𝐵𝑘

4 ⩽ 𝑒𝛼(1−ℎ)

(︂
1 +

3

𝛼2

)︂(︀
MΔ𝑘,Δ𝑘

)︀
.

Оценка теперь выполняется на �̃�𝑘
2 . В силу предыдущих оценок, а также в силу

уравнения имеем, для �̃�𝑘
2 получения

�̃�𝑘
2 =

(︀{︀
𝑒𝛼(1−ℎ) [𝐸 −𝑅] +

(︀
2− 𝑒𝛼ℎ

)︀
[𝑒𝛼𝑅− 𝐸]

}︀
Θ𝐴𝑘,M𝑘Θ𝐴𝑘

)︀
⩽

(1 + 3𝛼)𝛼ℎ
∑︀𝐽−1

𝑗=0

(︀
MΘ𝑈𝑘

𝑗 ,Θ𝑈𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 .
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Предыдущие оценки позволяют оценить дискретную временную производную от
𝐿 по времени в неравенстве (40) для 𝑘 ⩾ 0

L𝑘+1−L𝑘

𝜏
⩽
(︀
𝑒−𝛼ℎ − 1

)︀∑︀𝐽−1
𝑗=0

(︀
M𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 +𝐵𝑘

1 ⩽(︀
𝑒−𝛼ℎ − 1

)︀∑︀𝐽−1
𝑗=0

(︀
M𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 + �̃�𝑘

2 + �̃�𝑘
3 + 𝐵𝑘

3 +𝐵𝑘
4 ⩽(︀

𝑒−𝛼ℎ − 1
)︀∑︀𝐽−1

𝑗=0

(︀
M𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 + (1 + 3𝛼)𝛼ℎ

∑︀𝐽−1
𝑗=0

(︀
MΘ𝑈𝑘

𝑗 ,Θ𝑈𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗+

𝛼2𝐶ℎ
∑︀𝐽−1

𝑗=0

(︀
M𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 + 𝑒𝛼(1−ℎ)

(︀
1 + 3

𝛼2

)︀ (︀
MΔ𝑘,Δ𝑘

)︀
⩽ (AB > G => ABLN𝛼2)

−𝛼ℎ
∑︀𝐽−1

𝑗=0

(︀
M𝑈𝑘

𝑗 , 𝑈
𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 + 𝛼ℎ

∑︀𝐽−1
𝑗=0

(︀
MΘ𝑈𝑘

𝑗 ,Θ𝑈𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 + 𝛼ℎ

(︀
1 + 3

𝛼2

)︀ (︀
MΔ𝑘,Δ𝑘

)︀
.

Последнее неравенство выполняется при условии, что 0 < 𝛼 достаточно мало, так
что выполняются (27) и справедливо

𝛼 ⩽
1

7 + 2𝐶

(︀
𝐸 −Θ2

)︀
. (47)

Наконец, осталось показать, что M ограничено снизу строго положительным чис-
лом. Это равносильно тому, что мы показываем, что 𝐴𝑘 ограничено сверху. Заметим,
что в силу ℎ

∑︀𝐽−1
𝑗=0

(︀
𝑈𝑘
𝑗 , 𝑈

𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 ⩾ L𝑘 и, следовательно,

L𝑘+1−L𝑘

𝜏
⩽ −𝑏1𝜆min (M)L𝑘 + 𝑏2𝜆max (M)

(︀
Δ𝑘,Δ𝑘

)︀
,

𝑏1
Δ
= 𝑏1 (𝛼) = 𝛼

1−𝜆max(Θ2)
2

, 𝑏2
Δ
= 𝑏2 (𝛼) = 𝛼

(︀
1 + 3

𝛼2

)︀
.

(48)

Рекуррентно решая (48), получаем при
∏︀𝑛

𝑙=𝑛+1 (·)
Δ
= 1

𝐿𝑘+1 ⩽
𝑘∏︀

𝑛=0

(1− 𝜏𝑏1𝜆
𝑛
min (M))𝐿0+

+𝑏2𝜏
𝑘∑︀

𝑛=0

𝜆𝑛
max (M) (Δ𝑛,Δ𝑛)

𝑘∏︀
𝑚=𝑛+1

(1− 𝜏𝑏1𝜆
𝑚
min (M)) ⩽

⩽ exp

(︂
−𝜏𝑏1

𝑘∑︀
𝑛=0

𝜆𝑛
min (M)

)︂
𝐿0+

+ max
0⩽𝑙⩽𝑘

(︀
Δ𝑙,Δ𝑙

)︀
𝑏2𝜏

𝑘∑︀
𝑛=0

𝜆𝑛
max (M)

𝑘∏︀
𝑚=𝑛+1

(1− 𝜏𝑏1𝜆
𝑚
min (M)),

(49)

где 𝜆𝑖 (M) , 𝑖 = 𝑚+ 1, 𝑛- собственные значения матрицы M;
𝜆min (M) = min

𝑚+1⩽𝑖⩽𝑛
𝜆𝑖 (M) , 𝜆max (M) = max

𝑚+1⩽𝑖⩽𝑛
𝜆𝑖 (M)- минимальное и максимальное

собственные значения матрицы M.
Следующие равенства показывают, что последний член предыдущей суммы мо-

жет быть ограничен независимо от M

− 1
𝜏𝑏1

∑︀𝑘
𝑙=0−𝜏𝑏1𝜆

𝑙
𝑖 (M)

∏︀𝑘
𝑞=𝑙+1 (1− 𝜏𝑏1𝜆

𝑞
𝑖 (M)) =

− 1
𝜏𝑏1

∑︀𝑘
𝑙=0

(︀
1− 𝜏𝑏1𝜆

𝑙 (M)− 1
)︀∏︀𝑘

𝑞=𝑙+1 (1− 𝜏𝑏1𝜆
𝑞
𝑖 (M)) =

− 1
𝜏𝑏1

∑︀𝑘
𝑙=0

[︁∏︀𝑘
𝑞=𝑙

(︁
1− 𝜏𝑏1𝜆

𝑞
𝑖

(︁
¯̄M
)︁)︁

−
∏︀𝑘

𝑞=𝑙+1 (1− 𝜏𝑏1𝜆
𝑞
𝑖 (M))

]︁
=

− 1
𝜏𝑏1

[︁∏︀𝑘
𝑞=0 (1− 𝜏𝑏1𝜆

𝑞
𝑖 (M))− 1

]︁
= 1

𝜏𝑏1

[︁
1−

∏︀𝑘
𝑞=0 (1− 𝜏𝑏1𝜆

𝑞
𝑖 (M))

]︁
, 𝑖 = 1, 𝑛.

(50)
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Заметим, что поскольку 𝑏1 < 1 и 𝜏 удовлетворяет условию КФЛ (13), мы имеем,
что для всех 𝑘 ⩾ 0

𝜏𝑏1𝜆
𝑘
𝑖 (M) ⩽ 𝑏1ℎ ⩽ 1, 𝑖 = 1, 𝑛

и, следовательно, (1− 𝜏𝑏1𝜆
𝑞
𝑖 (M)) , 𝑖 = 1, 𝑛 неотрицательные. Кроме того, по опре-

делению 𝑖𝑎
𝑘 = ℎ

∑︀𝐽−1
𝑗=0 𝑖𝑢

𝑘
𝑗 ⩾ −𝑖𝑢

*, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑘 = {0, 1, · · · } и в силу (26) и (27)
имеем (︀

𝐴𝑘, 𝐴𝑘
)︀
⩽ 4ℎ

𝐽−1∑︁
𝑗=0

(︀
𝑈𝑘
𝑗 , 𝑈

𝑘
𝑗

)︀
𝑒𝛼𝑥𝑗 ⩽

8

1− 𝜆min (𝐸 −Θ)
L𝑘, ∀𝑘. (51)

Комбинируя предыдущую оценку (49) и (50), получаем

1−𝜆min(𝐸−Θ)
8

(︀
𝐴𝑘, 𝐴𝑘

)︀
⩽ L𝑘 ⩽

max
1⩽𝑖⩽𝑛

⎧⎪⎨⎪⎩
exp

(︁
−𝜏𝑏1

∑︀𝑘
𝑞=0 𝜆

𝑞
𝑖 (M)

)︁
L0+

max
0⩽𝑙⩽𝑘

(︀
Δ𝑙,Δ𝑙

)︀
𝑏2
𝑏1

[︁
1−

∏︀𝑘
𝑞=0 (1− 𝜏𝑏1𝜆

𝑞
𝑖 (M))

]︁
⎫⎪⎬⎪⎭ ⩽

L0 + max
0⩽𝑙⩽𝑘

(︀
Δ𝑙,Δ𝑙

)︀
𝑏2
𝑏1

⩽ ‖Φ‖2𝛼 + max
0⩽𝑙⩽𝑘

(︀
Δ𝑙,Δ𝑙

)︀ 2(𝛼2+3)
𝛼2(1−𝜆max(Θ2))

.

(52)

Так как норма ‖Φ‖2𝛼 ограничена согласно предположению (20), это показывает,
что

(︀
𝐴𝑘, 𝐴𝑘

)︀
ограничено сверху константой 𝑐

Δ
= 𝑐 (U,Θ, 𝛼, ‖Δ‖l∞). Отсюда следует,

что существует константа 0 > 𝜎2
Δ
= 𝜎2 (U, 𝑈

*,Θ, 𝛼, ‖Δ‖l∞) такая, что

𝜎2 ⩽ max
1⩽𝑖⩽𝑛

𝜆𝑘
𝑖 (M) ⩽ max

1⩽𝑖⩽𝑛

𝑃𝑖

𝑄𝑖

, ∀𝑘 ⩾ 0. (53)

Заметим, что норма ‖Δ‖l∞может быть ограничена Ξ по предположению.
На последнем шаге мы теперь используем ограничение на M, чтобы получить

экспоненциальное убывание L𝑘. Используя (53) в оценке (48), получаем для всех
𝑘 ⩾ 0

‖Φ‖2𝛼 + max
0⩽𝑙⩽𝑘

(︀
Δ𝑙,Δ𝑙

)︀ 2(𝛼2+3)
𝛼2(1−𝜆max(Θ2))

,

L𝑘+1−L𝑘

𝜏
⩽ −𝛼

(1−𝜆max(Θ2))
2

𝜎2L
𝑘 +

(︀
1 + 3

𝛼2

)︀
max
1⩽𝑖⩽𝑛

𝑃𝑖

𝑄𝑖

(︀
Δ𝑘,Δ𝑘

)︀
=

−𝜂L𝑘 + 𝜈
(︀
Δ𝑘,Δ𝑘

)︀
,

𝜂 = 𝛼
(1−𝜆max(Θ2))

2
𝜎2, 𝜈 =

(︀
1 + 3

𝛼2

)︀
max
1⩽𝑖⩽𝑛

𝑃𝑖

𝑄𝑖
.

(54)

4 Заключение
В работе исследована задача стабилизации состояния равновесия для гипербо-

лического уравнения с отрицательной нелокальной характеристической скоростью и
погрешностью измерения. Дано определение слабого решения и с помощью методо-
логии построения функции Ляпунова приведено критерия устойчивости состояния
равновесия смешанной задачи управления. Доказана теорема об экспоненциальной
устойчивости состояния равновесия смешанной задачи. Для нахождения численно-
го решения уравнения построена разностная схема. Дано понятие устойчивости ℓ2-
нормы численного решения равновесия по отношению к дискретным возмущени-
ям состояния равновесия начально-краевой разностной задачи. Доказана теорема об
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устойчивости по Ляпунову численного решения относительно дискретного возмуще-
ния состояния равновесия начально-краевой разностной задачи в ℓ2-нормы.
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